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Предлагается методический подход к оптимизации управления потоком воздушных судов, прибывающих в аэро-
дромную зону для выполнения посадки. Моделируется аэродром, имеющий две параллельные взлетно-посадочные 
полосы, способные работать независимо друг от друга. Входящий поток воздушных судов описывается пуассонов-
ским потоком случайных событий. Прибывающие воздушные суда распределяются диспетчером между двумя 
взлетно-посадочными полосами, траектории (схемы) захода на которые имеют различную длину, общую началь-
ную точку и не имеют пересечений. Для каждой из двух схем захода диспетчером задается средняя скорость дви-
жения воздушных судов. Приведенная модель аэродромаи аэродромной зоны рассматривается как двухканальная 
система массового обслуживания с отказами. Каждыйиз двух обслуживающих приборов включает в себя схему 
захода, глиссаду и взлетно-посадочную полосу. Обслуживающий прибор может находиться в одном из двух состо-
яний – свободном и занятом, вероятности которых описываются системой дифференциальных уравнений Колмо-
горова. Критерием оценки качества функционирования системы служит количество отказов в обслуживании на 
исследуемом интервале времени, описываемое интегральным функционалом. Оптимизационная задача сводится к 
нахождению доставляющих минимум критериальному функционалу значений управляющих параметров – функ-
ций, описывающих распределение входящего потока воздушных судов между схемами захода и средние скорости 
их движения. Для решения сформулированной оптимизационной задачи применяется принцип максимума Л.С. 
Понтрягина. Приводится вид функции Гамильтона и сопряженной системы дифференциальных уравнений. Струк-
тура оптимального управления исследована для двух различных случаев ограничений на управление распределе-
нием входящего потока воздушных судов. Выявлены закономерности влияния управляющих параметров на крите-
риальный функционал. 
Ключевые слова: оптимальное управление, оптимизация, принцип максимума Понтрягина, воздушное движение, 
управление воздушным движением, моделирование воздушного движения.  
ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время в связи с постоянным увеличением интенсивности воздушного дви-
жения все большее внимание уделяется поиску путей повышения пропускной способно-
сти аэропортов. Этой теме посвящены многие исследования, основанные на детальном анали-
тическом [1], имитационном [2, 3] и гибридном [4] моделировании взаимосвязанного движения 
воздушных судов (ВС) и процессов управления воздушным движением (УВД). Результаты этих 
исследований показывают, что пропускную способность аэропорта ограничивают не только 
возможности взлетно-посадочной полосы (ВПП), но и риски возникновения конфликтных си-
туаций в воздушном пространстве [5, 6, 7]. Важными аспектами исследования безопасности 
воздушного движения в районе аэродромов являются оптимизация управления ВС [8] и моде-
лирование взаимодействия ВС со спутными следами [9, 10]. Если интерпретировать все сред-
ства и службы аэропорта как управляемую систему массового обслуживания ВС, то задачу по-
вышения пропускной способности можно рассматривать как задачу оптимального управления 
трафиком ВС в аэродромной зоне. В данной работе рассматривается частная задача управления 
трафиком ВС, следующих в аэродромной зоне на посадку. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ 
ТРАФИКОМ ВОЗДУШНЫХ СУДОВ 
В целях разработки методики оптимизации трафика ВС рассмотрим модель аэродромной 
зоны, включающую в себя две параллельно расположенных взлетно-посадочных полосы, заход 
на посадку на которые осуществляется по двум непересекающимся траекториям 1ЗАХT  и 2 ,ЗАХT
имеющим общую начальную точку. Длины указанных траекторий равны 1L и 2L  соответствен-
но. Конфигурация схем захода приведена на рисунке 1. 
Рис. 1. Конфигурация схем захода 
Fig. 1. Approach flight paths configuration 
В аэродромную зону прибывает поток следующих на посадку воздушных судов, разде-
ляемый диспетчером в начальной точке траекторий захода на два потока. Будем считать, что 
обе ВПП могут работать одновременно, и после разделения потоки заходящих на посадку воз-
душных судов не взаимодействуют между собой. 
Опишем рассматриваемую нами модель в терминах теории массового обслуживания. 
Структура соответствующей системы массового обслуживания показана на рис. 2. 
Рис. 2. Структура системы массового обслуживания 
Fig. 2. Mass service system structure 
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Обслуживающий прибор агрегирует в себе процессы движения ВС по траектории  
захода на посадку, глиссаду и движение по ВПП. Управляемыми параметрами (управлениями) 
являются распределение входящего потока (трафик ВС) и скорость воздушных судов  
при следовании на посадку. Предполагается, что управлением скоростью ВС можно 
 достичь выравнивания трафика ВС, выходящих на глиссаду, и избежать конфликтных 
ситуаций.  
Сделаем допущение о пуассоновском распределении входящего потока воздушных су-
дов с интенсивностью 0.  Управление разделением потоков входящих ВС подчиняется следу-
ющим правилам: 
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Опишем далее управление скоростью воздушных судов, следующих на посадку. Пусть 
i  – интенсивность обслуживания поступающих ВС i-м обслуживающим прибором, определя-
емая выражением 
обс
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где 
max min
,ii
i i i
L L L
V V V
       
– время, требуемое для выполнения захода на посадку,
1, 2i   – номер ВПП и соответствующей ей траектории захода на посадку, iV  – средняя 
 скорость движения самолетов по i-й схеме захода на посадку, max iV – максимальная
допустимая скорость при выполнении захода, min iV  – минимальная допустимая скорость при 
выполнении захода, обсit  – время, требуемое для выполнения посадки от момента выхода ВС на 
глиссаду. 
Изменение времени обслуживания ВС производится через регулирование средних 
скоростей их движения для каждой из схем захода.  
Обслуживающий прибор может находиться в одном из двух состояний – 
свободном и занятом. В первом случае выполнение захода прибывшего ВС на посадку  
по выбранной схеме с соблюдением норм пространственного и временного эшелонирования  
возможно, во втором – нет. Обозначим через ,0iP  вероятность свободного состояния i-го обслу-
живающего прибора, через ,1iP – вероятность того, что прибор занят. Интенсивности перехода
между свободным и занятым состоянием обслуживающих приборов соответствуют значениям 
i  и i  (рис. 3). 
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Рис. 3. Вероятности состояний обслуживающих приборов 
Fig. 3. Probabilities of servicing units conditions 
Система дифференциальных уравнений Колмогорова для вероятностей состояний траек-
торий захода на посадку имеет вид 
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;
;
;
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(3)
Критерием качества функционирования описанной системы массового обслуживания 
является количество необслуженных ВС за контрольный промежуток времени, определяемое 
критериальным функционалом: 
1
0
1 1,1 2 2,1[ ]
t
t
J P P dt   , (4) 
где 0t и 1t  – соответственно начальный и конечный момент моделируемого периода времени.  
ИССЛЕДОВАНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ ТРАФИКОМ 
ВОЗДУШНЫХ СУДОВ 
Для поиска оптимальных управлений *1U , *2U , *1V , *2V  воспользуемся принципом максиму-
ма Л.С. Понтрягина, в соответствии с которым оптимальные управления, минимизирующие 
функционал (4) должны доставлять максимальное значение функции Гамильтона – Понтрягина: 
4
0
i i
i
H f

 , (5) 
где i  – функции сопряженной системы дифференциальных уравнений, 0 1 1,1 2 1,2f P P    – 
подынтегральная функция критериального функционала.  
Функция Гамильтона – Понтрягина  может быть записана в развернутом виде: 
1 0 1,1 0 1,0 1 0 1,0 2 2 0 2,1 0 2,0 3 0 2,0 4
1,1 1 1,1 2 2,1 3 2,1 4
1 2
1 2
1 2
1 1 .
обс обс
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          
(6)
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Сопряженная система дифференциальных уравнений принимает вид 
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;
;
;
.
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(7)
Найдем структуру оптимального управления исходя из условия максимума га-
мильтониана: 
* * * *
1 2 1 2
,
[ , , , ] arg sup ( , , , ).
U V
U U V V H P U V (8)
Ввиду линейности гамильтониана по управлениям 1U  и 2U  задача отыскания оптималь-
ного управления распределением потоков имеет решение «релейного» вида: 
*
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, если 0 1,1 0 1,0 1 0 1,0 2 0 2,1 0 2,0 3 0 2,0 4P P P P P P                , 
и (9) 
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, если 0 1,1 0 1,0 1 0 1,0 2 0 2,1 0 2,0 3 0 2,0 4P P P P P P                . 
Для определения структуры оптимального управления скоростью необходимо решить 
систему алгебраических уравнений 
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(10) 
при выполнении условий min max,i i iV V V    .  
Равенство (10) выполняется при выполнении  любого из условий (11)–(13): 
,1 0iP  ,  (11) 
0iL  ,  (12) 
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1 2 3 4или     ,  (13) 
при этом очевидно, что выполнение равенства (10) не может быть достигнуто каким-либо зна-
чением средней скорости движения самолетов iV . Значение гамильтониана увеличивается с ро-
стом  iV  и достигает максимума при * maxi iV V , как показано на рис. 4 для частного случая. 
Рис. 4. Пример зависимости гамильтониана от средних скоростей 
Fig. 4. Example of dependence of a Hamiltonian on average approach speed 
Рассмотрим теперь случай, когда ограничения на управление распределением потоков 
имеют вид 
1 2
1
2
0 1 1
0 2 2
1;
0 1;
0 1;
;
.
ОГР
ОГР
U U
U
U
U
U
 
 
        
 (14) 
Ограничение интенсивностей потоков ВС на каждой из схем захода обеспечивает со-
блюдение норм пространственного и временного эшелонирования для заходящих на посадку 
ВС при высокой интенсивности входящего потока ВС 0.  Вид системы дифференциальных
уравнений Колмогорова для вероятностей состояний (3),  сопряженной системы дифференци-
альных уравнений (7) и гамильтониана (6) останется в этом случае неизменным. Структура оп-
тимального управления средней скоростью заходящих на посадку ВС также не претерпит изме-
нений, поскольку члены гамильтониана, содержащие iV , не зависят от iU . 
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Запишем гамильтониан в виде 
1 2 1 2( , )H AU BU V V   , (15) 
где 0 1,1 0 1,0 1 0 1,0 2A P P P        , 0 2,1 0 2,0 3 0 2,0 4B P P P         – коэффициенты линейной ча-
сти, 1 2 1,1 1 1,1 2 2,1 3 2,1 4
1 2
1 2
1 2
1 1( , )
обс обс
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              
 – нелинейная часть. Не ограни-
чивая общности, предположим, что .A B   
Структура оптимального управления распределением потоков при этом примет вид 
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, если 0 1ОГР  , (16) 
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min 1 ,
ОГР
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



        
, если 0 1ОГР  . (17) 
Пример реализации структуры оптимального управления распределением потоков ВС 
для ограничений вида (14) при 1 20ОГР   воздушных судов в час, 2 15ОГР  ВС/ч, A B  графи-
чески отражен на рис. 5.  
Рис. 5. Пример оптимального распределения потоков ВС 
Fig. 5. Example of optimal air traffic distribution 
Таким образом, оптимизация управления разделением потоков прибывающих для посадки 
ВС при ограничениях (14) достигается в некоторый момент времени путем выделения макси-
мально возможной доли входящего потока на ту ВПП, повышение интенсивности  движения по 
которой обеспечивает больший прирост критериальному функционалу. При этом оптимальные 
скорости движения *iV  равны max .iV  В случае, когда интенсивность входящего потока 0  превос-
ходит суммарную предельную пропускную способность двух ВПП 1 2 ,ОГР ОГР   сумма 1 2U U
принимает значение, меньшее 1. При этом возникает поток воздушных судов, получивших отказ 
в обслуживании на этапе распределения, интенсивность которого равна 0 1 2(1 ).ОТК U U      
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ABSTRACT 
The research proposes a mathematical optimization approach of arriving aircraft traffic at the aerodrome zone. 
The airfield having two parallel runways, capable of operating independently of each other, is modeled. The incoming  
traffic of aircraft is described by a Poisson flow of random events. The arriving aircraft are distributed by the air traffic 
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controller between two runways. There is one approach flight path for each runway. Both approach paths have a common 
starting point. Each approach path has a different length. The approach trajectories do not overlap. For each of the two ap-
proach procedures, the air traffic controller sets the average speed of the aircraft. The given model of airfield and airfield 
zone is considered as the two-channel system of mass service with refusals in service. Each of the two servicing units in-
cludes an approach trajectory, a glide path and a runway. The servicing unit can be in one of two states – free and busy. 
The probabilities of the states of the servicing units are described by the Kolmogorov system of differential equations. The 
number of refusals in service on the simulated time interval is used as criterion for assessment of mass service system 
quality of functioning. This quality of functioning criterion is described by an integral functional. The functions describing 
the distribution of aircraft flows between the runways, as well as the functions describing the average speed of the aircraft, 
are control parameters. The optimization problem consists in finding such values of the control parameters for which the 
value of the criterion functional is minimal. To solve the formulated optimization problem, the L.S. Pontryagin maximum 
principle is applied. The form of the Hamiltonian function and the conjugate system of differential equations is given. The 
structure of optimal control has been studied for two different cases of restrictions on the control of the distribution of in-
coming aircraft traffic. The regularities of the control parameters influence on the value of the functional criterion 
are revealed. 
Key words: optimal control, optimization, the L.S. Pontryagin maximum principle, air traffic, air traffic control, air traffic 
modeling. 
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